AXIOMA DE “P”: AS REGRAS DE INFERENCIA E TEOREMAS

1.1 Sintaxe e definicdo dos axiomas de P.

O que queremos fazer é distinguir uma classe de formulas de P da qual todas as
tautologias de P (e sem outras formulas) que podem ser derivadas, por meio da aplicacao
de certas regras de inferéncia as quais nés subsequentemente iremos especificar. Feito
isto, teremos dois caminhos para demonstrar que a féormula dada “A” € uma tautologia;
por meio da tabela-verdade e por meio de se derivar “A” dos axiomas de P, ainda que o
teste da tabela-verdade em principios suficientes, porém, na pratica isso se torna quase
gue impossivel de realizar quando um grande numero de letras sentenciais aparece em
“A”; neste caso o melhor procedimento € derivar “A” de axiomas de P.

Este procedimento consiste em abaixar varios esquemas, com o entendimento que
cada uma das infinitas formulas de P as quais sao formulas de qualquer destes esquemas
gue serve para avaliar como um axioma de P é facil de ver pela consulta das tabelas-
verdade para “~” e “>”, que cada um destes axiomas é uma tautologia. O axioma, como
segue, no qual A, B e C sao formulas de P:
a)A>(B>o0C)
by A>(B>C)>(A>B)>(A>Q))

c) (~B>~A) > ((~-B > A) > B)

Estes axiomas ocorrem, certamente, ndo em P em si mesmo, mas na meta-
linguagem de P. De acordo com o primeiro destes esquemas, as seguintes férmulas (em
notacéo formal) sdo exemplos de axiomas de P:
pP>(@>p)

P> (P>P)

(pPoa)>(@>(p>0q))

~p>(@>p)>~p)

Conforme um exemplo de axioma fornecido pelo esquema (b) temos a férmula:
Po((Pod2N)>((P>2PE>d)>(P>1)

E conforme um exemplo fornecido pelo axioma (c) temos a férmula:

~Cp2g) >~ > ((~-p2aq)>q) >(~p>09))

Nota-se que apenas conectivos sentenciais 0s quais ocorrem dentro e além do
axioma sdo conectivos para negacgado e para condicional. Assim para outros conectivos,

devemos adicionar além do axioma no qual eles aparecem ou algum caminho que 0s



correlacionem com os conectivos para negacdo e o condicional. Aqui escolhnemos estes
ultimos. Diremos que uma férmula de “A” é, por definicdo, equivalente a outra férmula “B”
se e apenas se houver as férmulas A;, B1, Az e By, tal que “A” e “B” sdo similares, exceto
gue “A” contém uma ocorréncia de “A;” em algum lugar onde “B” contém uma ocorréncia
de “By”", e:

a)A;éA,vB,eB1é~A; 5B, ou

b) A1é A, A B,eB;1é ~(A; o ~By), ou

c)A1éA,=B, e By € (A2 oB2) A (B2 D A2).

Além disso, por exemplo, para (a) seguindo duas férmulas de P sao, por definicao,
equivalentes:
pvq
~pP>4q
As duas formulas sao equivalentes:

(P=a)A((@vr)vp)
(P=a) A ((~a>1) v p).

No primeiro destes exemplos, A; € formula do tipo “P v Q”, em si e B; é formula do
tipo “~P o Q"; no 2° exemplo A; é férmula do tipo (g v r) e B; € férmula do tipo (~ g o ).

Note-se que a definicAo acima de “por definicAo equivalente”, procede em
concordancia com a s interpretagcées dos conectivos sentenciais 0s quais fornecidos pelas
tabelas-verdade para esses conectivos. Qualquer das duas férmulas de P, as quais séo,
por definicdo, equivalentes, sdo comprovadas pelo teste da tabela-verdade: isto é, para
cada designacdo de valores exatos as letras sentenciais estdo dentro destas férmulas,
essas duas formulas tomam exatamente os mesmos valores.

Para derivarmos os teoremas de axiomas de P necessitamos de algumas regras de
inferéncia, a qual nos permite inferir formulas de outras formulas. Para derivar tudo das
tautologias de P e dos axiomas de P precisamos apenas de 2 regras de inferéncia.
Primeiro, usaremos uma regra de intercambio definicional. Isto €, como segue:

a) Se “A” e "B” séo, por definicdo, equivalentes, entdo de “A” podemos inferir “B” e vice-
versa.

Segundo, usaremos a regra de inferéncia conhecida como Modus Ponens:

b) De “A” e A o B, pode-se inferir “B”.

Agora definiremos um teorema de P como qualquer féormula derivavel de axiomas
de P por meio das aplicagdes finitas dessas duas regras de inferéncia, (a) e (b). Mais

exatamente um teorema de P é qualquer formula A de P a qual é a ultima formula em



alguma sequéncia finita de férmulas de P, onde cada férmula nesta sequiéncia estd um
axioma de P, ou obtido de férmulas anteriores por aplicagdo da regra (a) ou (b), tal
sequéncia serd chamada de uma prova de “A”.

Um exemplo de uma prova de um teorema de P, tipo (p o p).
1) (p o (p op)) axioma (a)
2) (p > ((pop) o p)) axioma (a)
3)(P=>((P=op)>P)>((P>(P>pP) > (P>p)) Axioma (b)

(A) (B)

4) (P> (P2p) > (P>p)) 2, 3regra (b)
5) (p o p) (teorema) 1, 4 regra (b)

Cada uma destas formulas, nessa sequéncia de cinco formulas, é claramente uma
prova da ultima formula na sequéncia: (p o p).

Uma regra perfeita de inferéncia é definida como qualquer regra que quando
aplicada a férmulas exatas, nos permite inferir apenas férmulas exatas. Pela consulta de
tabelas-verdade para os conectivos sentenciais o leitor verd que (a) e (b) sao regras
perfeita de inferéncia.

Ha certamente, um grande numero de regras perfeitas de inferéncia estritamente
falando, um numero infinito.

Certamente dessas regras de inferéncia dependem da sua perfeicdo isoladamente
sobre as propriedades légicas dos conectivos funcionais exatos. Considere, por exemplo,
0 esquema tautoldgico:

(A o B) o (~B o ~A). Contraposi¢éo (nega ambos).

Correspondente a este esquema, ha um regra perfeita de inferéncia: de A o B,
entdo de ~B pode-se inferir ~A.

As boas condicbes desta regra de inferéncia consistem no fato de que para
gualquer das duas férmulas A e B, sempre que A o> B e ~B sao verdadeiros, entdo ~A é
verdadeiro também. E este fato em si depende unicamente das propriedades logicas de
conectivos sentenciais envolvidos “~” e “>". Similarmente, para cada esquema tautolégico
de forma condicional h& correspondentes de uma regra de inferéncia. Ainda que haja um
grande numero de regras de inferéncia, usaremos dentro do nosso sistema P apenas as
regras de intercambio definicional e Modus Ponens. Na derivacdo de teoremas de
axiomas podemos dispensar regra primitiva de inferéncia.

Na prética, entretanto, € muito conveniente ser capaz de esbocar regras perfeitas

adicionais de inferéncia, tais como a regra que nos permite inferir ~A de A o B e ~B. Esta



regra pode ser resultado de uma prova efetiva, pois podemos mostrar efetivamente como
colocar qualquer inferéncia dentro de P, na qual € usado por uma inferéncia onde apenas
as regras primitivas de inferéncia de P s&o usadas. Considere uma inferéncia na qual esta

regra € usada:

1) A5 B;
2)~B, e
3)~A

Esta inferéncia de ~A de A o B e ~B pode ser recolocada por uma inferéncia na
gual apenas regra primitivas sdo usadas. Para qualquer formula de A e B, a férmula (A o
B) o (~B o ~A) ser& derivada dos axiomas de P. Além disso, em nossa inferéncia,
primeiramente derivamos a formula (A > B) o (~B o> ~A). Ent&o, adicionamos 0 passo A o
B, e pelo Modus Ponens concluimos ~B > ~A. Finalmente, adicionamos o0 passo ~B e
concluimos ~A pelo Modus Ponens.

Qualquer regra de inferéncia descrita acima pode ser usada como uma regra
derivada de inferéncia de P. As regras derivadas de inferéncia servem como atalhos.
Permitem derivar férmulas de outras formulas por passos menores do que seriam
necessarios se utilizassemos apenas regras primitivas. Para todo o esquema tautolégico
de forma condicional h&a correspondentes de uma regra exata de inferéncia. Além disso, &
sabido que ha um procedimento efetivo para se derivar qualquer tautologia de P de
axiomas de P. Para todo o esquema tautoldgico de forma condicional ha correspondentes

a uma regra de inferéncia.

1.2 Propriedades matematicas de P.

Os lbgicos tém estudado a logica sentencial muito extensivamente. Nao estamos
aqui primeiramente interessados na légica sentencial na sua propria consideracdo, mas
COmo um passo para uma légica mais compreensivel; a légica predicada de 1% ordem por
esta razao, iremos considerar a logica sentencial a uma aproximacao pela introdugédo de
trés conceitos sintaticos, os quais servem para desenhar algumas caracteristicas basicas
do sistema de P. Permitem que T" seja qualquer conjunto (ndo nulo) de férmulas de P
entao:

1) T' é consistente se e apenas se ndo houver A de P, tal que ambos A e ~ A séo
derivados de T'.

2) I é completo se e apenas se toda a tautologia de P é derivada de T'.



3) I' é um conjunto decidivel de formulas se e apenas se houver um procedimento efetivo

para determinacdo com ou sem qualquer férmula A de P que estaem T..

E muito facil de mostrar que o conjunto de axiomas para P, o qual se apresentou
acima é consistente. Primeiro, cada um destes axiomas é uma tautologia, como pode ser
comprovado através de tabela-verdade dos conectivos sentenciais. Segundo, as duas
regras primitivas de inferéncia em P quando aplicadas a tautologia nos permite inferir
apenas tautologias.

Além disso, para o Modus Ponens, suponha que ambos A e A o B sédo tautologias.
Entdo B deve ser uma tautologia também. Para que ndo seja uma tautologia, seria
necessdria alguma indicacdo de valores verdadeiros as letras sentenciais aparecendo
dentro deles, de modo que tornaria B falso. Mas entédo, desde que A é uma tautologia, na
indicacdo de valores verdadeiros o antecedente de A o B seria verdadeiro e seu
consequente falso. Pela tabela-verdade para o condicional, a formula A > B seria falsa e,
além disso, ndo seria uma tautologia, contrariamente a nossa suposicao.

Por razdo similar, pode-se mostrar que a regra de intercambio definicional quando
aplicada as tautologias, permitem inferir apenas tautologias. Assim podemos concluir que
todos os teoremas de P séo tautologias. Mas, tautologia pode ser a negacao de qualquer
outra tautologia, seria falso para cada indicacdo de valores as suas letras sentenciais e P,
tal como A e ~A sdo teoremas de P. Além disso o conjunto de P é consistente.

Como ja temos destacados, nosso conjunto de axiomas € conhecido por ser
completo (aqui omitimos a prova disso). Junto com o fato de que todos os teoremas de P
sdo tautologias, segue-se que a classe de formulas, as quais sdo teoremas de P sdo
tautologias de P e a partir disso os teoremas de P sao decidiveis; isto é, que ha um
procedimento mecéanico para determinar se uma formula arbitraria de P é um teorema de
P. Tudo que precisamos fazer para determinar se qualquer férmula dada de P € um
teorema de P, € construir a tabela-verdade para essa formula. Se esta formula mostrar
gue é uma tautologia entédo, ela € um teorema de P;

Se, em qualquer parte do mundo, recolocarmos a palavra “Tautologia” pela frase
“Teorema de P”, os resultados serdo todos topicos verdadeiros. Em particular, temos o
resultado que se I" € uma classe de teoremas de P e A € uma conseqiéncia tautologica

de T, entdo A é um teorema de P.
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